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摘要：本文研究了刚性球体在绕竖直轴旋转的圆环形槽中的运动情况，发现球体的自转与公转通过摩擦力相互耦合． 理

论上，给出了球平衡位置随圆环角速度增加的具体关系，并得到了球在环中具有阻尼振荡特征的动力学行为． 实验上，本文通

过 ３Ｄ 打印搭建了实验装置，结合所提出的一种测量圆弧面与物体摩擦系数的方法，定量验证了理论的若干预言．
关键词：刚性球体；转动圆环；摩擦力；动力学过程；ＩＹＰＴ
中图分类号：Ｏ ３９　 　 　 文献标识码：Ａ　 　 　 文章编号：１０００ ⁃ ０７１２ （２０２２）１０⁃ ００５５⁃ ０４
【ＤＯＩ】１０．１６８５４ ／ ｊ．ｃｎｋｉ．１０００⁃ ０７１２．２１０６０５

　 　 本文探究的问题源于国际青年物理学家锦标赛

（ＩＹＰＴ）２０２１ 的课题之一：一个带槽的圆环形轨道

围绕它垂直于地面的直径旋转，一个刚性小球可以

在圆环内侧的凹槽中滚动（如图 １ 所示）．

图 １　 装置示意图

这是一个典型的非惯性系中的刚体动力学问

题，相关体系已吸引了不少研究兴趣． 例如，王永志

应用势能曲线得到了此系统中球的平衡点及其性

质，并对球的动力学过程进行了定性分析［１］ ． Ｂｕｒｏｖ
研究了球体在绕竖直轴旋转圆环中的平衡位置，并
在将其视作质点的情况下，讨论了平衡点的稳定性

及摩擦力对平衡态的影响［ ２ ］ ． Ｄｕｔａ 和 Ｒａｙ 在无摩

擦、无自转的理想状态下，利用分析力学给出了球在

绕轴旋转圆环中运动的解析解，分析了球的运动模

式［ ３ ］ ． 此外，还有针对球在旋转抛物面［ ４ ］、旋转

杆［ ５ ］上运动的研究． 然而，同时考虑球的自转和摩

擦对其在非惯性系中动力学行为的影响，还未有

报道．
本文基于牛顿运动方程，考虑球与轨道间的摩

擦力及球的自转，使用 Ｍａｔｌａｂ 求解了运动方程，得
到了小球运动规律对相关参数的依赖． 进而搭建实

验装置，在测量圆环内槽与球间摩擦系数的基础上，
定量检验了理论结果．

１　 理论分析

１．１　 刚性小球平衡状态的分析

设大环半径为 Ｒ，刚性小球半径为 ｒ，圆环绕竖

直轴转动的角速度为 ω，如图 １ 所示．
在圆环的随动系中，小球在平衡时受到的科里

奥利力为零，故其与槽的侧面无正压力． 若刚性小

球在平衡时受到圆环底面摩擦力作用，考虑球自身

的体积而非将其视作质点，摩擦力力矩将使球旋转

并脱离稳定状态，这与球处于平衡状态的前提相

悖． 因此，刚性小球在平衡状态下不受到摩擦力作

用，只受到重力和环底面支持力作用，由牛顿第二定

律可知

ｍｇｔａｎ α＝ｍ ω２（Ｒ－ｒ）ｓｉｎ α （１）
解得 α＝ ０ 或

α＝ａｒｃｃｏｓ ｇ
ω２（Ｒ－ｒ）

（２）
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这一结果在文献［ １ ］中也有报道． 这意味着：１） 对于

任意 ω，α＝ ０ 都是一个平衡位置，是方程（１）的平凡

解；２） ω ＜ωｃ ≡
　 ｇ ／ （Ｒ－ｒ） 时，刚性小球不存在除

α＝ ０ 以外的平衡位置，即ωｃ是让小球具有非零角度

平衡位置的临界转速． 同时，刚性小球在 α≥９０°时
不能平衡． 在 Ｒ 取不同值时，平衡位置角度随转速

的变化关系如图 ２ 所示．
由图 ２ 可得，平衡位置 α 与圆环转速 ω 成正相关，

当 ω 趋于无穷时，α 趋于 ９０°（图 ２ 中虚线）． 另外，α 与

圆环半径也成正相关． 与前面分析一致，对于特定半径

Ｒ，都有一个出现除 α＝ ０ 点以外的其他平衡位置的临

界角速度，环半径越大，此临界角速度值越小．

图 ２　 平衡位置的角度随圆环角速度的变化（参数：ｒ＝０．８ ｃｍ）

１．２　 刚性小球运动的动力学过程

在理解了小球可能存在的静态平衡后，本节将

研究小球的运动特征． 为了简化理论分析，现做出

如下限定：球与槽的相对位置如图 ３ 所示，即槽的截

面为方形，球与槽的侧面和底面分别相切． 这限定

了球的质心不会有如图 ３ 中左右的位移，只有垂直

于纸面方向的位移，且槽侧面对球的支持力在水平

方向（ ｚ 轴）上．

图 ３　 球与槽的相对关系

取 ｘ 轴为极轴，逆时针为正方向，沿大圆环径向

向外的方向矢量为ｅｒ，沿大圆环切向的方向矢量为ｅθ，
ｚ 的方向矢量为ｋ，满足右手螺旋关系，如图 ４ 所示．

图 ４　 小球的三维受力图及坐标系示意图

设圆环转动角速度为 ω，圆环的圆心到圆环底

面的距离为 Ｒ，刚性小球质量为 ｍ，半径为 ｒ，重力加

速度为 ｇ． 对刚性小球的三维受力分析如图 ４ 所示，
其中小球位于圆环上图 １ 中所示的位置．

设球与槽底面的正压力为Ｎ１ ． 在随圆环转动的

非惯性系中，存在沿 ｘ 轴方向的惯性离心力 Ｆ 与沿ｋ
方向的科里奥利力Ｆｃｏｒ，而Ｆｃｏｒ的存在会使得球与槽

的侧壁产生与Ｆｃｏｒ大小相同但方向相反的正压力Ｎ２；
因此，圆环的槽与球之间存在两个摩擦力，分别是槽

底面、侧面与球的摩擦力，它们的大小分别为：
　 　 　 　 　 ｆ１ ＝μ Ｎ１ （３）

ｆ２ ＝μ Ｎ２ ＝μ Ｆｃｏｒ （４）
其方向与球在接触点的相对滑动方向相反． 故ｆ１可
被分解为ｋ方向上的分力ｆ （ｋ）１ 和ｅθ方向上的分力ｆ （ｅθ）１ ，
ｆ２可被分解为ｅθ方向上的分力ｆ （ｅθ）２ 和ｅｒ方向上的分力

ｆ （ｅｒ）２ ，满足

ｆ１ ＝ ｆ （ｅθ）１ ｅθ＋ｆ （ｋ）１ ｋ （５）
ｆ２ ＝ ｆ （ｅθ）２ ｅθ＋ｆ （ｅｒ）２ ｅｒ （６）

考虑到球具有一定的体积，而摩擦力的作用点

不在球的质心，两个摩擦力的四个分力的力矩可使

刚性小球产生三个自由度的自转． 其中ｆ （ｅθ）
１ 使球绕ｋ

轴自转，ｆ （ｋ）１ ＋ｆ （ｅｒ）２ 使球绕ｅθ轴自转，ｆ （ｅθ）２ 使球绕ｅｒ轴自

转，设这三个方向的自转角速度分别为Ω１、Ω２、Ω３，

此时刻小球角速度为θ
·
，角加速度为 θ

··
．

由于ｆ１、ｆ２方向总与接触点相对滑动方向相反，
ｆ１与ｆ２各自的两个分力具有如下关系：

ｆ （ｅθ）１

ｆ （ｋ）１

＝
θ
·
（Ｒ－ｒ）－Ω１ｒ

Ω２ｒ
（７）

ｆ （ｅθ）２

ｆ （ｅｒ）２

＝
θ
·
（Ｒ－ｒ）－Ω２ｒ

Ω３ｒ
（８）

分别列出ｅｒ、ｅθ、ｋ方向上球运动的动力学方程为

ｆ （ｅｒ）２ ＋Ｆｃｏｓ θ－Ｎ１－ｍｇｓｉｎ θ＝ －ｍ（Ｒ－ｒ）θ
·２ （９）
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ｆ （ｅθ）１ ＋ｆ （ｅθ）２ －Ｆｓｉｎ θ－ｍｇｃｏｓ θ＝ｍ（Ｒ－ｒ） θ
··

（１０）

ｆ （ｋ）１ ＋Ｎ２－２ｍωｒ θ
·
ｓｉｎ θ＝ ０ （１１）

其中

Ｎ２ ＝ －Ｆｃｏｒ ＝ ２ｍω θ
·
（Ｒ－ｒ）ｃｏｓ θ （１２）

Ｆ＝ｍω２（Ｒ－ｒ）ｓｉｎ θ （１３）
对于球自转，分解到ｅｒ、ｅθ、ｋ方向，列出方程：

ｆ （ｅθ）１ ｒ＝ Ｉ Ω
·

１ （１４）

－（ ｆ （ｋ）１ ＋ｆ （ｅｒ）２ ） ｒ＝ Ｉ Ω
·

２ （１５）

ｆ （ｅθ）２ ｒ＝ Ｉ Ω
·

３ （１６）
其中球的转动惯量 Ｉ＝ ２ｍ ｒ２ ／ ５． 在球的运动过程中，
摩擦力的方向是在动态变化的，故在上述方程组中

引入符号函数：

ｓｇｎ（ｘ）＝
１， ｘ＞０
０， ｘ＝ ０
－１， ｘ＜０

ì

î

í

ïï

ïï

（１７）

表征摩擦力的方向． 根据滚动条件，ｆ （ｅθ）
１ 、ｆ （ｋ）

１ 、ｆ （ｅθ）
２ 、

ｆ （ｅｒ）２ ４ 个摩擦力方向的判据分别为：

－ｓｇｎ θ
·
（Ｒ－ｒ）－Ω１ｒ[ ] ，－ｓｇｎ（Ω２ｒ），

－ｓｇｎ θ
·
（Ｒ－ｒ）－Ω２ｒ[ ] ，－ｓｇｎ（Ω３ｒ）

联立式（５）至式（１７），即可得到描述小球运动

的二阶非线性微分方程组． 该微分方程组可使用

Ｍａｔｌａｂ 进行其数值求解，相应结果将在 ２．３ 节中与

实验结果对比时具体给出．

２　 实验验证

２．１　 实验装置

本文搭建的实验装置如图 ５ 所示，其中圆环由

普菲德 ５ＲＫ６０ＲＧＮ－ＣＦ 型 ６０ Ｗ 电机带动实现转

动，电机上加装了普菲德 ５ＧＵ－２０－Ｋ 型减速齿轮降

低电机的转速，使转速达到实验要求的范围． 同时，
使用调速器对减速电机供电并实现电机的可控调

速． 为加工得到合适的圆环，使用 Ｓｈａｐｒ３Ｄ 软件对圆

环进行建模，并使用普通白色树脂 ３Ｄ 打印． 使用

ＤＨＴＣ－１ 型多功能微秒计连接光电门，测量圆环的

转动角速度，同时监测圆环是否匀速转动．
实验中，由于刚性小球可能一直停在 α＝ ０ 的平

衡位置而不在圆环上运动，可使用鼓风机对刚性小

球提供微扰，使其能够稍偏离平衡位置并在圆环上

运动． 小球的运动状态由在装置的侧面的云台搭载

摄像机进行拍摄，拍摄帧率为 １２０ ｆｐｓ 到 ９６０ ｆｐｓ 不

等，具体帧率由圆环的转速决定． 实验后，将拍摄的

图 ５　 实验装置图

视频导入 Ｔｒａｃｋｅｒ，进行数据分析．

２．２　 圆环与球摩擦系数的测量

在使用实验数据对理论进行验证时，需要将实

验参数代入到理论方程中，进而求得理论曲线． 球

半径、圆环转速等参数可以使用游标卡尺、光电门等

设备直接测量得到，但球与环间的摩擦系数无法直

接测量． 以下提出一种用于测量小球与圆环内壁摩

擦系数的方法：
保持圆环静止不旋转，若在小角度α０时将小球

释放，小球因受到摩擦力作用而做振幅衰减的阻尼

振动． 对于从α０静止释放到第 ｎ 次运动到振幅最大

点αｎ的过程，由能量守恒定律可得

　 ｍｇ（Ｒ－ｒ）（ｃｏｓ αｎ－ｃｏｓ α０）＝

Σ
ｎ

ｉ ＝ １
２ ∫α ｉ

０
μ ｍｇｃｏｓ α ＋ ｍ α·２（Ｒ － ｒ）[ ] （Ｒ － ｒ）ｄα

（１８）
其中αｉ 为小球第 ｉ 次运动到振幅最大点时的角

度． 在αｎ 为小角度时，向心力项 ｍ α·２（Ｒ － ｒ） 可忽

略，则

μ ＝
ｃｏｓ α ｎ － ｃｏｓ α０

２Σ
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｎ α ｉ

（１９）

实验中，测量出α０和αｉ即可得到摩擦系数 μ． 在

圆环静止不动时，将小球小角度释放，使用 Ｔｒａｃｋｅｒ
软件分析得到小球第 ｉ 次运动到振幅最大点时的角

度αｉ，如图 ６ 所示．
重复多次实验，将实验数据代入式（１９）可求得

球与环之间的摩擦系数 μ＝ ０．０４８．
２．３　 实验结果及理论验证

首先分别在 Ｒ＝ ０．１ ｍ 和 Ｒ＝ ０．１５ ｍ 的圆环上进

行实验，检验小球平衡位置和转速的关系［式（２）］，
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图 ６　 第 ｉ 个振幅极大值点的角度αｉ实验测量值

实验数据与理论对比如图 ７ 所示． 其中误差棒代表

五次独立重复实验的均方差．

图 ７　 ｒ＝ ０．０１６ ｍ，Ｒ ＝ ０．１０ ｍ 和 ０．１５ ｍ 时平衡位

置随角速度变化图

从图 ７ 可以看出，平衡位置与转速、圆环半径均

成正相关，理论值均在实验值误差棒范围内，说明理

论与实验符合良好． 同时，除了图中所示的平衡位

置外，α＝ ０ 对于任意转速 ω 均是一个平衡位置，这
在实验和理论上均得到了证实．

对于球在圆环上的运动过程，需要将实验中测量

得到的摩擦系数、圆环半径以及小球的初始位置和速

度等参数代入到 １．２ 节给出的动力学方程组中，求出

微分方程的数值解． 再将对应的实验数据与理论值比

较． 在 Ｒ ＝ ０．２０ ｍ，ｒ ＝ ０．０１６ ｍ，ω 分别 １６．２０ ｒａｄ ／ ｓ、
１２．０５ ｒａｄ ／ ｓ 时，实验与理论对比如图 ８ 所示．

其中黑色实线为理论的数值解，黑色散点则为

在实验中测得的数据点．两组独立实验数据与理论

曲线均符合良好，验证了理论模型的正确性． 在对

小球运动过程的理论进行验证时，摩擦系数是实验

中唯一不确定的参量，它测量的精确性直接影响到

了实验对理论的验证效果． 图 ８ 中的理论与实验的

良好一致性，也说明了 ２．２ 节中提出的摩擦系数测

量方法具有很高的精确度．

图 ８　 Ｒ ＝ ０．２０ ｍ，ω ＝ １６．２０ ｒａｄ ／ ｓ 和 ω ＝ １２．０５ ｒａｄ ／ ｓ
时理论验证

３　 总结与展望

本文研究了刚性小球在旋转的环形轨道上由小

球的公转与自转相互影响的动力学行为． 基于牛顿

运动定律，本文给出了描述球运动过程的非线性微

分方程组以及球可能的平衡位置与圆环转速的关

系． 理论结果表明，小球在离心力和摩擦力的作用

下，在圆环上的运动呈现典型的阻尼振荡行为，最终

趋于一稳定平衡位置． 受力分析表明，除了一个角

度为 ０ 的平凡平衡位置以外，小球还存在一个与圆

环转速呈正相关的非平凡平衡位置，后者的出现需

要圆环超过一临界转速ωｃ ＝
　 ｇ ／ （Ｒ－ｒ） ． 此外，本文

利用 ３Ｄ 打印搭建了实验系统，并提出了一种测量

圆环内壁与球体之间摩擦系数的方案． 得到的实验

结果定量地验证了理论模型，完善地解决了球在转

动圆环上的运动问题．
本文的研究对理解非惯性系中运动物体的旋转

和摩擦对其动力学行为的影响有启发性，提出的测

量弧面上物体摩擦系数的办法也具有可拓展性，可
用于其它相似的系统．
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